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Introduction
La ge´ome´trie alge´brique sur un corps F consiste a` e´tudier les varie´te´s alge´briques
sur F (c’est-a`-dire principalement les objets ge´ome´triques de´finis dans des espaces
projectifs par des syste`mes d’e´quations polynomiales a` coefficients dans F ) et les
morphismes ou plus ge´ne´ralement les correspondances qui les relient.
Si ℓ est un nombre premier diffe´rent de la caracte´ristique de F , Grothendieck
a associe´ a` toute varie´te´ alge´brique V sur F ses espaces de cohomologie ℓ-adique
Hνc (V ⊗ F ,Qℓ), 0 ≤ ν ≤ 2 dimV , qui sont des repre´sentations du groupe de Galois
GF de F continues et de dimension finie sur Qℓ. Quand le corps F est de type fini
sur Q ou Fp = Z/pZ, la the´orie conjecturale des motifs de Grothendieck et les con-
jectures de Tate pre´voient qu’il devrait eˆtre possible de remonter des repre´sentations
ℓ-adiques de GF aux varie´te´s projectives lisses sur F et a` leurs correspondances si
bien que la connaissance de celles-ci serait essentiellement e´quivalente a` celle des
repre´sentations ℓ-adiques irre´ductibles de GF .
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Cette perspective pose de fac¸on cruciale la question de dresser la liste de toutes
les repre´sentations ℓ-adiques irre´ductibles de GF . Quand F est un “corps global”,
c’est-a`-dire une extension finie de Q ou bien le corps F (X) des fonctions rationnelles
d’une courbe X projective lisse sur un corps fini, Langlands a conjecture´ que les
repre´sentations irre´ductibles de dimension r de GF sont parame´tre´es naturellement
par les repre´sentations automorphes cuspidales de GLr sur F .
L’expose´ est consacre´ a` la preuve de la correspondance de Langlands dans le
cas des corps de fonctions F = F (X). Un roˆle central y est joue´ par la formule des
traces d’Arthur-Selberg que la the´orie des chtoucas de Drinfeld permet d’interpre´ter
ge´ome´triquement.
1. L’e´nonce´ de la correspondance de Langlands
On conside`re donc une courbe X projective, lisse et ge´ome´triquement connexe
sur un corps Fq a` q e´le´ments. On note F = F (X) le corps des fonctions rationnelles
sur X et |X | l’ensemble des points ferme´s de X . Pour x ∈ |X |, on note κx son corps
re´siduel et deg(x) la dimension de κx sur Fq.
1.1. Repre´sentations galoisiennes ℓ-adiques
On note GF le groupe de Galois de F , c’est-a`-dire le groupe des automor-
phismes d’une cloˆture se´parable F de F . C’est un groupe profini.
Soit ℓ un nombre premier diffe´rent de la caracte´ristique de Fq.
Une repre´sentation ℓ-adique σ de GF est une repre´sentation continue et de
dimension finie sur Qℓ qui est de´finie sur une extension finie de Qℓ et provient d’un
faisceau ℓ-adique lisse (ou “syste`me local”) sur un ouvert non vide de X . On dit
que σ est non ramifie´e en un point x ∈ |X | si x est dans le plus grand ouvert ou` σ
est un syste`me local. Dans ce cas, la fibre σx de σ en x est une repre´sentation du
groupe de Galois de κx lequel est engendre´ par l’automorphisme Frobx d’e´le´vation
a` la puissance qdeg(x) et on peut poser
Lx(σ, T ) = detσx(1− T · Frob
−1
x )
−1 .
Pour tout entier r ≥ 1, on note {σ}r l’ensemble des classes d’isomorphie de
repre´sentations ℓ-adiques irre´ductibles de dimension r de GF dont le de´terminant
est d’ordre fini.
1.2. Groupes ade´liques et alge`bres de Hecke
Tout point x ∈ |X | induit sur F la valuation
degx : F
× 7→ Z f 7→ degx(f) = l’ordre d’annulation de f en x.
On note Fx le corps comple´te´ de F en x ; il contient comme sous-anneau d’entiers
Ox = {fx ∈ Fx | degx(fx) ≥ 0} qui est compact.
L’anneau A des ade`les de F est le produit “restreint”
∏∐
x∈ |X|
Fx des familles
fx ∈ Fx, x ∈ |X |, telles que fx ∈ Ox pour presque tout x (c’est-a`-dire tout x sauf
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un nombre fini). Il contient comme sous-anneau compact des entiers OA =
∏
x∈ |X|
Ox = lim←−
N
ON , ou` N de´crit l’ensemble des “niveaux” c’est-a`-dire des sous-sche´mas
ferme´s finis N = SpecON →֒ X .
L’anneau A contient F comme sous-groupe additif discret cocompact et le
noyau A×0 de l’homomorphisme
deg : A× → Z (fx) 7→
∑
x∈ |X|
deg(x) degx(fx)
contient F× comme sous-groupe discret cocompact.
Pour tout entier r ≥ 1, le groupe topologique GLr(Fx) [resp. GLr(A) =
∏∐
x∈ |X|
GLr(Fx)] a une mesure de Haar dgx [resp. dgA =
∏
dgx] qui attribue le volume 1
au sous-groupe ouvert compact maximal Kx = GLr(Ox) [resp. K = GLr(OA) =∏
Kx]. L’alge`bre de Hecke est l’alge`bre de convolution Hrx [resp. H
r = ⊗Hrx] des
fonctions localement constantes a` support compact sur GLr(Fx) [resp. GLr(A)].
Elle est re´union filtrante des sous-alge`bres HrN,x [resp. H
r
N = ⊗H
r
N,x] des fonc-
tions bi-invariantes par les sous-groupes ouverts d’indice fini KN,x = Ker(Kx →
GLr(ON )) [resp. KN =
∏
KN,x = Ker(K ։ GLr(ON )]. Chaque H
r
N,x [resp. H
r
N ]
a une unite´ 1IN,x [resp. 1IN = ⊗ 1IN,x].
On s’inte´resse aux repre´sentations “lisses admissibles irre´ductibles” de GLr(Fx)
[resp. GLr(A)]. Ce sont les modules simples πx sur Hrx [resp. π sur H
r] qui sont
re´unions filtrantes des πx · 1IN,x [resp. π · 1IN ] suppose´s de dimension finie. Chaque
πx ·1IN,x [resp. π ·1IN ] est un module sur HrN,x [resp. H
r
N ], et s’il n’est pas nul il est
simple et caracte´rise πx [resp. π]. L’unite´ 1I∅,x de l’alge`bre de Hecke “sphe´rique”
Hr∅,x est la fonction caracte´ristique de Kx = GLr(Ox); quand πx · 1I∅,x 6= 0, on dit
que πx est “non ramifie´e”. Enfin, les repre´sentations lisses admissibles irre´ductibles
de GLr(A) sont celles de la forme π =
⊗
x∈ |X|
πx ou` les πx sont des repre´sentations
lisses admissibles irre´ductibles des GLr(Fx) presque toutes non ramifie´es.
The´ore`me (Satake). – L’alge`bre sphe´rique Hr∅,x est commutative et isomor-
phe a` l’alge`bre des polynoˆmes syme´triques en Z1, Z
−1
1 , . . . , Zr, Z
−1
r .
Par conse´quent, une repre´sentation lisse admissible non ramifie´es irre´ductible
πx de GLr(Fx) est caracte´rise´e par r scalaires non nuls z1(πx), . . . , zr(πx) (appele´s
valeurs propres de Hecke) bien de´finis a` l’ordre pre`s ou par
L(πx, T ) =
r∏
i=1
(1 − T · zi(πx)
−1)−1 .
Et si π = ⊗ πx est une repre´sentation lisse admissible irre´ductible de GLr(A),
Lx(π, T ) = L(πx, T ) est de´fini de´ja` en tout x ou` πx est non ramifie´e, donc en
presque tout x.
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1.3. Repre´sentations automorphes cuspidales et de´composi-
tion spectrale de Langlands
Pour tout entier r ≥ 1, GLr(F ) est un sous-groupe discret de covolume fini
(mais non cocompact si r ≥ 2) dans GLr(A)
0 = Ker(GLr(A)
det
−→ A×
deg
−→ Z). La
the´orie automorphe consiste a` e´tudier le quotient
GLr(F )\GLr(A)
via l’espace de ses fonctions muni de l’action de Hr par convolution a` droite.
Conside´rons d’abord l’espace des fonctions ϕ sur GLr(A) qui sont localement
constantes, a` support compact, invariantes a` gauche par GLr(F ) et ve´rifient ϕ(ag) =
ϕ(g), ∀ g, pour un certain a ∈ A× de degre´ 6= 0 et la condition de “cuspidalite´”
∫
NP (F )\NP (A)
ϕ(nP g) · dnP = 0 , ∀ g ∈ GLr(A) , ∀P  GLr ,
ou` P de´crit l’ensemble des sous-groupes paraboliques standard de GLr, NP de´signe
le radical unipotent de P et dnP une mesure de Haar sur NP (A).
Il s’e´crit comme une somme directe de repre´sentations lisses admissibles irre´duc-
tibles de GLr(A) appele´es les repre´sentations automorphes cuspidales. On note {π}r
leur ensemble. Chaque π ∈ {π}r a un caracte`re central χπ d’ordre fini.
On doit aussi introduire les paires (Q, π) constitue´es d’un sous-groupe paraboli-
que standard Q  GLr associe´ a` une partition r = r1 + · · · + rk, avec pour sous-
groupe de Le´vi MQ = GLr1 × · · · ×GLrk , et d’une repre´sentation irre´ductible π de
MQ(A) qui est le produit π1 ⊗ . . .⊗ πk de repre´sentations automorphes cuspidales
π1, . . . , πk de GLr1(A), . . . ,GLrk(A).
Deux paires (Q, π) et (Q′, π′) sont dites e´quivalentes s’il existe une permutation
σ e´changeant les facteurs de MQ = GLr1 × . . .×GLrk et de MQ′ et un caracte`re λ
de MQ(A) “non ramifie´” c’est-a`-dire se factorisant a` travers l’homomorphisme
GLr1(A)× . . .×GLrk(A)
det
−→ (A×)k
deg
−→ Zk
tels que π′ ∼= σ(λ ⊗ π). On choisit un repre´sentant (Q, π) dans chaque classe
d’e´quivalence.
Soit a ∈ A× un ade`le inversible de degre´ non nul. L’espace de Hilbert
L2(GLr(F )\GLr(A)/aZ) des fonctions de carre´ inte´grable sur GLr(F )\GLr(A)/aZ
est muni d’une action de l’alge`bre de Hecke Hr par convolution a` droite. Le
the´ore`me fondamental de la the´orie des fonctions automorphes de´crit sa de´composi-
tion comme somme de repre´sentations irre´ductibles :
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The´ore`me de de´composition spectrale de Langlands. – On a
L2(GLr(F )\GLr(A)/a
Z) =
⊕
pi ∈{pi}r
χpi(a) = 1
π
⊕
⊕
(Q,π)
[somme continue de repre´sentations
irre´ductibles construites a` partir de (Q, π)
via la the´orie des se´ries d’Eisenstein].
Nous e´nonc¸ons ici ce the´ore`me en termes tre`s vagues. En effet, on a seulement
besoin de savoir pour la suite que les repre´sentations automorphes cuspidales de
GLr apparaissent dans la somme et que tout le reste provient des rangs < r.
1.4. La correspondance de Langlands sur les corps de fonc-
tions
On choisit un isomorphisme alge´brique entre Qℓ et C.
Avec Langlands, disons qu’une repre´sentation automorphe cuspidale π de GLr
et une repre´sentation ℓ-adique σ de GF irre´ductible de dimension r se correspondent
si, en tout x ∈ |X | ou` π est non ramifie´e, σ est non ramifie´e et
Lx(σ, T ) = Lx(π, T ) .
The´ore`me. – Pour tout entier r ≥ 1, cette correspondance de´finit une bijec-
tion
{π}r ∼= {σ}r π 7→ σπ , σ 7→ πσ .
Le cas r = 1 est la the´orie du corps de classes global pour F = F (X).
Le cas r = 2 a e´te´ de´montre´ par Drinfeld au de´but des anne´es 70 en inventant
les chtoucas et e´tudiant ceux de rang 2.
Le cas r ≥ 3 a e´te´ de´montre´ par l’auteur il y a deux ans en e´tudiant les
chtoucas de Drinfeld de rang r.
On sait que l’isomorphisme de Satake s’e´tend en une “correspondance de Lan-
glands locale” qui, pour tous les corps Fx localise´s de F = F (X) en les points
x ∈ |X |, a e´te´ de´montre´e il y a dix ans par Laumon, Rapoport et Stuhler en e´tudiant
la cohomologie ℓ-adique des varie´te´s modulaires de “D-faisceaux elliptiques”. Elle
fait se correspondre les repre´sentations ℓ-adiques de dimension r du groupe de Galois
GFx de Fx et les repre´sentations lisses admissibles irre´ductibles de GLr(Fx).
La correspondance globale du the´ore`me ci-dessus est compatible avec la cor-
respondance locale au sens que si π ∈ {π}r et σ ∈ {σ}r se correspondent au sens
global, alors en tout point x ∈ |X | (y compris ceux ou` il y a ramification), le facteur
local πx de π en x et la restriction σx de σ a` GFx se correspondent au sens local.
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2. Formule des traces d’Arthur-Selberg et chtou-
cas de Drinfeld
On va commencer a` expliquer la de´monstration de la correspondance de Lan-
glands en rang r. La premie`re chose importante a` dire est qu’elle se fait par
re´currence. On suppose r ≥ 2 et la correspondance de´ja` connue en tous les rangs
r′ < r.
2.1. Des repre´sentations galoisiennes vers les repre´sentations
automorphes
Pour σ ∈ {σ}r, l’unicite´ de πσ ∈ {π}r lui correspondant au sens de Langlands
re´sulte du “the´ore`me de multiplicite´ 1 fort” de Piatetski-Shapiro qui dit qu’une
repre´sentation automorphe cuspidale de GLr est caracte´rise´e par la connaissance
de ses valeurs propres de Hecke en presque tout x ∈ |X |.
Quant a` l’existence de πσ, il est connu depuis les anne´es 80 (avec la “formule
du produit” de Laumon) qu’elle re´sulte de la correspondance de Langlands en les
rangs r′ < r. Rappelons comment :
La the´orie des mode`les de Whittaker permet d’associer a` σ une repre´sentation
lisse admissible irre´ductible π de GLr qui, en tout x ou` σ est non ramifie´e, est non
ramifie´e et ve´rifie Lx(π, T ) = Lx(σ, T ), et qui est re´alise´e dans un espace de fonctions
ϕ sur P1(F )\GLr(A), ou` P1  GLr de´signe le sous-groupe parabolique standard de
type r = (r − 1) + 1. Le proble`me est de montrer que toutes ces fonctions ϕ sont
invariantes a` gauche par GLr(F ) tout entier.
D’apre`s les “the´ore`mes re´ciproques” de Hecke, Weil (pour GL2) et Piatetski-
Shapiro (pour GLr, r ≥ 3), c’est e´quivalent a` montrer que pour tout r′ < r et toute
repre´sentation automorphe cuspidale π′ ∈ {π}r′ , la fonction L globale
L(σ × π′, T )
est un polynoˆme qui ve´rifie une certaine e´quation fonctionnelle.
Or, d’apre`s l’hypothe`se de re´currence, π′ correspond a` une repre´sentation ga-
loisienne σ′ ∈ {σ}r′ et on peut e´crire
L(σ × π′, T ) = L(σ ⊗ σ′, T ) .
Comme on est sur un corps de fonctions F = F (X), on sait graˆce a` Grothendieck
qu’une telle fonction L galoisienne L(σ ⊗ σ′, T ) est un polynoˆme et ve´rifie une
e´quation fonctionnelle induite par la dualite´ de Poincare´ sur la courbe X . Il faut
encore ve´rifier que la constante dans l’e´quation fonctionnelle est celle qu’on veut et
ceci est la formule du produit de Laumon.
2.2. Quotients ade´liques et fibre´s vectoriels sur la courbe
Les diffe´rentes approches ge´ome´triques de Drinfeld pour le programme de
Langlands sur les corps de fonctions sont fonde´es sur la remarque suivante d’Andre´
Weil :
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Lemme. – Le quotient double GLr(F )\GLr(A)/K s’identifie a` l’ensemble des
classes d’isomorphie de fibre´s vectoriels de rang r sur la courbe X.
Plus ge´ne´ralement, si KN ⊆ K = GLr(OA) est le sous-groupe ouvert associe´
a` un niveau N →֒ X, GLr(F )\GLr(A)/KN s’identifie a` l’ensemble des classes
de fibre´s E de rang r sur X munis d’une structure de niveau N c’est-a`-dire d’un
isomorphisme E ⊗OX ON = EN
∼
−→ OrX .
Autrement dit, GLr(F )\GLr(A)/K est l’ensemble des points a` valeurs dans
Fq du champ Vecr des fibre´s vectoriels de rang r sur X .
Cette identification a permis a` Drinfeld de construire l’application σ 7→ πσ en
rang r = 2 d’une fac¸on purement ge´ome´trique, construction qui, dans le cas non
ramifie´ (N = ∅), a e´te´ progressivement ge´ne´ralise´e en rang r arbitraire par Laumon,
Kazhdan, Frenkel, Gaitsgory, Vilonen.
On part d’une repre´sentation ℓ-adique partout non ramifie´e σ ∈ {σ}r qu’on
voit comme un syste`me local sur X suppose´ absolument irre´ductible. En re´interpre´-
tant ge´ome´triquement la construction des mode`les de Whittaker, on lui associe un
certain complexe Aut′σ de faisceaux ℓ-adiques sur le champ Vec
′r des fibre´s E de
rang r sur X munis d’un plongement Ω1X →֒ E du fibre´ inversible canonique de X .
Le quotient P1(F )\GLr(A)/K s’identifie a` l’ensemble des points a` valeurs dans Fq
d’un certain ouvert de Vec′r et la fonction ϕ qui associe a` tout tel point la somme
alterne´e des traces de l’e´le´ment de Frobenius agissant sur la fibre de Aut′σ en ce
point est celle associe´e a` σ par la the´orie classique des mode`les de Whittaker. Le
proble`me est de montrer que Aut′σ “se descend” par le morphisme Vec
′r → Vecr
d’oubli des plongements de Ω1X c’est-a`-dire qu’il est l’image re´ciproque d’un certain
faisceau pervers Autσ sur Vec
r. Or il y a un grand ouvert de Vecr au-dessus duquel
le quotient de Vec′r par Gm est un fibre´ projectif. Comme les espaces projectifs sont
simplement connexes, la descente se fait automatiquement si l’on sait que la restric-
tion de Aut′σ au-dessus de cet ouvert est un syste`me local (Gm-e´quivariant). Frenkel,
Gaitsgory et Vilonen ont montre´ que cette proprie´te´ re´sulte de l’annulation de cer-
tains foncteurs cohomologiques dits “de moyennisation” et Gaitsgory a re´cemment
de´montre´ cet e´nonce´ d’annulation par des arguments purement ge´ome´triques.
On voit que cette de´monstration de l’existence de l’application σ 7→ πσ est
profonde´ment diffe´rente de celle du paragraphe pre´ce´dent car ici la descente repose
sur la simple connexite´ des espaces projectifs et non plus sur les proprie´te´s des
fonctions L de´duites de l’existence des applications π′ 7→ σπ′ en rangs < r.
2.3. La formule des traces d’Arthur-Selberg
On veut aborder maintenant la construction de l’application π 7→ σπ . L’unicite´
des σπ correspondant aux π ∈ {π}r re´sulte du the´ore`me de densite´ de Chebotarev.
Pour l’existence, il faut commencer par avoir une prise sur l’ensemble {π}r.
Une telle prise est fournie par la formule des traces d’Arthur-Selberg que nous
rappelons :
L’image ϕ∗h d’une fonction ϕ ∈ L2(GLr(F )\GLr(A)/aZ) par convolution par
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h ∈ Hr est donne´e par
(ϕ ∗ h)(g′) =
∫
GLr(F )\GLr(A)/aZ
Kh,G(g
′, g)ϕ(g) · dg
ou`
Kh,G(g
′, g) =
∑
γ ∈GLr(F )
n∈ Z
h(g−1 γ an g′) .
Pour r ≥ 2, le quotient GLr(F )\GLr(A)/aZ a certes un volume fini mais il n’est
pas compact si bien que l’action de h ∈ Hr n’a pas de trace au sens que l’inte´grale
“Tr(h)” =
∫
GLr(F )\GLr(A)/aZ
Kh,G(g, g) · dg
diverge en ge´ne´ral. Il re´sulte du the´ore`me de de´composition spectrale de Langlands
que le noyau Kh,G s’e´crit naturellement
Kh,G =
∑
pi ∈{pi}r
χpi(a) = 1
Kπh,G +
∑
(Q,π)
KQ,πh,G
et il faut pre´ciser que le proble`me de divergence provient des Q  G = GLr.
Pour cette raison, on introduit les troncatures d’Arthur :
Pour tout sous-groupe parabolique standard P  G, l’action de h sur
L2(P (F )\GLr(A)/aZ) a un noyau
(g′, g) 7→ Kh,P (g
′, g) =
∑
γ ∈P(F )
n∈ Z
h(g−1 γ an g′)
qui se de´compose naturellement en une somme
Kh,P =
∑
(Q,π)
KQ,πh,P
ou` n’apparaissent que les Q tels que MQ ⊆MP a` permutation pre`s des facteurs.
On conside`re un polygone de troncature, c’est-a`-dire une fonction convexe
p : [0, r] → R+, s’annulant en 0 et r et affine sur chaque intervalle [r′ − 1, r′],
0 < r′ ≤ r. On pose
K≤ph,G(g, g) = Kh,G(g, g) +
∑
P  GLr =G
(−1)|P |−1
∑
δ∈P (F )\G(F )
1IpP (δg)Kh,P (δg, δg)
ou` |P | de´signe le nombre de facteurs de chaque MP et 1I
p
P est une fonction ca-
racte´ristique (prenant les valeurs 1 ou 0) sur P (F )\G(A) qui de´pend du polygone
de troncature p. Puis on pose
Tr≤p(h) =
∫
G(F )\G(A)/aZ
K≤ph,G(g, g) · dg .
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On de´finit aussi des Tr≤pQ,π(h) par des sommes alterne´es et inte´grales semblables a`
partir des KQ,πh,P (·, ·).
Comme conse´quence du the´ore`me de de´composition spectrale de Langlands,
on montre :
The´ore`me (formule des traces d’Arthur-Selberg). – Toutes ces inte´grales
convergent et on a
Tr≤p(h) =
∑
pi∈{pi}r
χpi(a) = 1
Trπ(h) +
∑
(Q,π)
Tr≤pQ,π(h) .
On voit donc que dans Tr≤p(h) apparaissent toutes les traces Trπ(h) plus
d’autres termes (qui peuvent eˆtre explicite´s). Ceux-ci sont tre`s complique´s, ils
de´pendent du polygone de troncature p et ils ne sont pas invariants par conjugaison
de h mais le plus important est qu’ils proviennent des rangs < r.
Un autre point important est que les troncatures d’Arthur trouvent un sens
ge´ome´trique dans l’e´quivalence de Weil :
Proposition. – Si le polygone de troncature p : [0, r] → R+ est “assez con-
vexe” (c’est-a`-dire si les diffe´rences de pentes [p(r′)− p(r′− 1)]− [p(r′+1)− p(r′)],
0 < r′ < r, sont assez grandes) en fonction de h, alors pour tout g ∈ G(F )\G(A)
auquel est associe´ un fibre´ E de rang r sur X, on a
K≤ph,G(g, g) =
{
Kh,G(g, g) si le polygone canonique de Harder-Narasimhan
de E est ≤ p,
0 sinon.
2.4. Les chtoucas de Drinfeld
Pour eˆtre exploite´e, la formule des traces d’Arthur-Selberg a besoin d’eˆtre
combine´e avec autre chose. Les chtoucas de Drinfeld vont permettre de lui donner
une interpre´tation ge´ome´trique et de la` une interpre´tation cohomologique via le
the´ore`me des points fixes de Grothendieck-Lefschetz.
Le proble`me est de construire des repre´sentations ℓ-adiques σπ de GF . En
ge´ome´trie alge´brique, on peut construire des repre´sentations galoisiennes en de´finis-
sant des varie´te´s sur F (ou sur X ou, comme il va se produire, sur X × X) et
en prenant leur cohomologie ℓ-adique (ou celle de leur fibre ge´ne´rique). Dans
notre situation, il faut bien suˆr que ces varie´te´s aient un rapport e´troit avec les
repre´sentations automorphes et donc avec le quotient GLr(F )\GLr(A).
Revenant a` l’e´quivalence de Weil, on remarque que se donner un fibre´ sur X
e´quivaut a` se donner un fibre´ E sur X = X ⊗Fq Fq muni d’un isomorphisme avec
son transforme´ τE = (IdX ⊗Frob)
∗E par l’endomorphisme de Frobenius. Drinfeld
a de´couvert qu’en autorisant cet isomorphisme E ∼= τE a` avoir un poˆle et un ze´ro,
on de´finit un proble`me de modules dont le classifiant re´pond a` la question pose´e :
De´finition (Drinfeld). – (i) Un chtouca de rang r a` valeurs dans un sche´ma
S (sur le corps de base Fq) consiste en
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• un fibre´ E localement libre de rang r sur X × S,
• une modification de E c’est-a`-dire un diagramme
E
j
−֒→ E ′
t
←−֓ E ′′
ou` E ′, E ′′ sont des fibre´s sur X×S et ou` j, t sont des plongements dont les conoyaux
sont supporte´s par les graphes de deux morphismes ∞, 0 : S → X et sont inversibles
comme faisceaux cohe´rents sur OS ,
• un isomorphisme (IdX ×FrobS)
∗E = τE
∼
−→ E ′′.
(ii) Une structure de niveau N →֒ X sur un tel chtouca (dont le poˆle ∞ et le
ze´ro 0 e´vitent N) est un isomorphisme E ⊗OX×S ON×S = EN
∼
−→ OrN×S compatible
avec l’isomorphisme τEN
∼
−→ EN .
Quand S varie, les groupo¨ıdes de chtoucas de rang r [resp. et avec struc-
tures de niveau N ] constituent un champ Chtr [resp. ChtrN ] dont on montre qu’il
est alge´brique au sens de Deligne-Mumford et localement de type fini. Voici les
principales proprie´te´s de ces champs modulaires :
• D’associer a` tout chtouca son poˆle et son ze´ro de´finit un morphisme
(∞, 0) : Chtr → X ×X [resp. ChtrN → (X −N)× (X −N)]
qui est lisse de dimension relative 2r − 2.
• Chaque ChtrN est repre´sentable fini e´tale galoisien de groupe GLr(ON ) au-dessus
de Chtr×X×X(X −N)× (X −N).
• Chaque ChtrN est muni d’une action du groupe F
×\A× et d’une action par cor-
respondances finies e´tales de la sous-alge`bre de Hecke HrN .
On s’inte´resse aux espaces de cohomologie ℓ-adique a` supports compacts
Hνc (Cht
r
N /a
Z), 0 ≤ ν ≤ 2(2r − 2), des ChtrN /a
Z au-dessus du point ge´ne´rique
SpecF 2 de X × X . Ils sont munis d’une double action du groupe de Galois GF 2
et des alge`bres HrN . Notre but va eˆtre de les calculer au moins partiellement et de
montrer qu’ils re´alisent l’application π 7→ σπ.
Chaque ChtrN /a
Z n’a qu’un nombre fini de composantes connexes (ce qui
correspond au fait que le volume de GLr(F )\GLr(A)/aZ est fini) mais il n’est pas
de type fini (de meˆme que GLr(F )\GLr(A)/a
Z n’est pas compact), ses espaces
de cohomologie ℓ-adique sont de dimension infinie (de meˆme que la de´composition
spectrale de L2(GLr(F )\GLr(A)/aZ) fait apparaˆıtre des sommes continues) et les
correspondances de Hecke compose´es avec les e´le´ments de Frobenius ont une infinite´
de points fixes (de meˆme que les inte´grales “Tr(h)” divergent).
Pour surmonter cette difficulte´, on conside`re a` nouveau un polygone de tron-
cature p : [0, r] → R+ et on demande aux chtoucas que leur polygone canonique
de Harder-Narasimhan (qui se de´finit facilement car un chtouca est un fibre´ muni
d’une structure supple´mentaire) soit ≤ p. Cela de´finit des ouverts Chtr,p≤ pN dans
les ChtrN dont les quotients par a
Z sont de type fini (de meˆme que les inte´grales
Tr≤p(h) convergent).
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Une fonction h ∈ HrN contient en facteur la fonction caracte´ristique 1Iy de
GLr(Oy) dans GLr(Fy) en presque tout y ∈ |X |. On conside`re un point ferme´ x de
(X −N)× (X−N) dont les deux projections∞, 0 ∈ |X | sont distinctes et ve´rifient
cette proprie´te´, et un multiple s = deg(∞) s′ = deg(0)u′ de deg(x). Le compose´
h × Frobs a dans la fibre de Chtr,p≤ pN /a
Z au-dessus de n’importe quel point de
(X ×X)(Fq) supporte´ par x un nombre fini de points fixes note´
Lefx(h× Frob
s,Chtr,p≤ pN /a
Z) .
En utilisant une description ade´lique des points fixes (rendue possible par la pro-
ximite´ des chtoucas avec le quotient GLr(F )\GLr(A)) et le calcul des inte´grales
orbitales des fonctions sphe´riques h−s
′
∞ et h
u′
0 sur GLr(F∞) et GLr(F0) dont les
transforme´s de Satake sont les polynoˆmes syme´triques qs
(r−1)
2 (Z−s
′
1 + · · · + Z
−s′
r )
et qs
(r−1)
2 (Zu
′
1 + · · · + Z
u′
r ), on relie ce nombre a` la trace tronque´e Tr
≤p(h′) de la
fonction h′ de´duite de h en remplac¸ant les facteurs 1I∞ et 1I0 par h
−s′
∞ et h
u′
0 . Par
combinaison avec la formule des traces d’Arthur-Selberg, on obtient :
The´ore`me (comptage des points fixes). – Dans la situation ci-dessus et
si p est assez convexe et deg(∞), deg(0), s sont assez grands en fonction de h, on
a
1
r!
r!∑
k=1
Lef(Frobk
X
× IdX )(x)(h× Frob
s,Chtr,p≤ pN /a
Z)
= q(r−1)s
∑
pi∈ {pi}r
χpi(a) = 1
Trπ(h)(z1(π∞)
−s′ + · · ·+ zr(π∞)
−s′ )
(z1(π0)
u′ + · · ·+ zr(π0)
u′)
+ autres termes ou` apparaissent les valeurs propres de Hecke en ∞ et 0 des
repre´sentations automorphes cuspidales des GLr1 × · · · ×GLrk ,
r1 + · · ·+ rk = r.
Si dans cette formule il n’y avait que le terme principal et si on disposait sur
Chtr,p≤ pN /a
Z d’un the´ore`me des points fixes de Grothendieck-Lefschetz interpre´tant
ces nombres comme la trace sur la cohomologie d’une action des h× Frob−s/ deg(x)x
(en notant Frobx ∈ GF 2 un e´le´ment de Frobenius en x), on aurait une repre´sentation
de HrN ×GF 2 qui se de´composerait ne´cessairement en⊕
pi∈{pi}r
χpi(a) = 1
(π · 1IN )⊗ [σπ ⊠ σˇπ ] (1− r)
et on aurait construit l’application cherche´e π 7→ σπ.
Mais le terme principal n’est pas seul, il y a aussi des termes comple´mentaires
qui de´pendent de p et font apparaˆıtre les repre´sentations automorphes cuspidales en
rangs < r, et surtout il n’y a meˆme pas d’action de HrN car les correspondances de
Hecke de ChtrN /a
Z ne stabilisent pas les ouverts Chtr,p≤ pN /a
Z (ce qui correspond
au fait que les traces tronque´es Tr≤p(h) ne sont pas invariantes par conjugaison).
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3. Donner un sens cohomologique au comptage des
points fixes
On vient de dire que les ouverts Chtr,p≤ pN /a
Z ne sont pas stabilise´s par les
correspondances de Hecke si bien qu’en dehors du cas h = 1IN (c’est-a`-dire de la
seule action de GF 2) les nombres Lefx(h × Frob
s,Chtr,p≤ pN /a
Z) n’ont pas a priori
de sens cohomologique. On va voir qu’en fait il est possible de leur en donner un
plus e´labore´.
3.1. Compactifications
On compactifie les ouverts tronque´s Chtr,p≤ pN /a
Z pour retrouver des cor-
respondances de Hecke qui agissent sur la cohomologie. On commence par le cas
sans niveau :
Pour tout polygone de troncature p assez convexe en fonction du genre de la
courbe X , on construit un champ Chtr,p≤ p alge´brique au sens d’Artin, dont les
groupes d’automorphismes sont finis (mais ramifie´s), qui est muni d’une action de
F×\A× et d’un morphisme lisse sur X ×X , qui contient Chtr,p≤ p comme ouvert,
dont le bord est un diviseur a` croisements normaux relatif et enfin dont le quotient
par aZ est propre (en particulier de type fini et se´pare´) sur X ×X . Les strates de
bord Chtr,p≤ pr sont naturellement indexe´es par les partitions r = (r = r1+ · · ·+ rk)
de l’entier r. Si on distingue le degre´ d des chtoucas avec donc Chtr =
∐
d∈Z
Chtr,d,
Chtr,p≤ p =
∐
d∈Z
Chtr,d,p≤ p et Chtr,p≤ pr =
∐
d∈Z
Chtr,d,p≤ pr , chaque Cht
r,d,p≤ p
r est
essentiellement de la forme
Chtr1,d1,p≤ p1 ×X Cht
r2,d2,p≤ p2 ×X,Frob · · · ×X,Frob Cht
rk,dk,p≤ pk
ou` d1, . . . , dk et p1, . . . , pk sont des degre´s et polygones de troncatures qui se de´duisent
de d et p. La strate Chtr,p≤ pr est munie d’un morphisme vers X ×X
k−1 ×X ou` le
premier facteur X est le poˆle, le dernier facteur X est le ze´ro et les k − 1 facteurs
X supple´mentaires sont appele´s les de´ge´ne´rateurs.
Toute fonction h ∈ Hr∅ induit une correspondance sur Cht
r /aZ. On peut con-
side´rer sa trace dans (Chtr,p≤ p /aZ)2 puis la normalisation de celle-ci sur (Chtr,p≤ p/
aZ)2. Comme Chtr,p≤ p/aZ est propre et lisse sur X ×X , elle agit sur sa cohomolo-
gie.
Conside´rons maintenant un niveau N →֒ X . La normalisation Chtr,p≤ pN /a
Z
de Chtr,p≤ p/aZ×X×X (X−N)×(X−N) dans Cht
r,p≤ p
N /a
Z contient Chtr,p≤ pN /a
Z
comme ouvert et elle est propre sur (X − N) × (X − N) mais elle n’est pas lisse
et l’auteur ignore comment re´soudre ses singularite´s. Toutefois, en demandant que
non seulement le poˆle et le ze´ro mais aussi les de´ge´ne´rateurs e´vitent N , on de´finit
un ouvert Chtr,p≤ pN
′
/aZ de Chtr,p≤ pN /a
Z qui contient strictement Chtr,p≤ pN /a
Z, est
lisse sur X ×X et dont le bord est un diviseur a` croisements normaux relatif. Les
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correspondances de Hecke h ∈ HrN agissent sur sa cohomologie d’apre`s le the´ore`me
suivant :
The´ore`me de stabilite´ globale. – Les correspondances de Hecke e´tendues
par normalisation sur (Chtr,p≤ pN
′
/aZ)2 stabilisent Chtr,p≤ pN
′
/aZ au sens que leurs
deux projections sur celui-ci sont propres.
Ce re´sultat correspond sans doute au phe´nome`ne suivant dans la formule
des traces d’Arthur-Selberg : Le de´faut d’invariance par conjugaison des traces
tronque´es Tr≤p(h) se mesure par les de´rive´es logarithmiques des ope´rateurs d’entre-
lacement de Langlands. Or ces ope´rateurs sont des produits eule´riens et leurs
de´rive´es logarithmiques sont des sommes sur tous les points x ∈ |X | lesquels
correspondent exactement aux valeurs possibles des de´ge´ne´rateurs. Il n’y a pas
d’entrelacement donc pas d’instabilite´ d’un point de |X | a` un autre et en deman-
dant au poˆle, au ze´ro et aux de´ge´ne´rateurs d’e´viter certains points de |X |, on garde
la proprie´te´ de stabilite´ globale que ve´rifie automatiquement la compactification
toute entie`re Chtr,p≤ pN /a
Z.
3.2. Cohomologie ne´gligeable et cohomologie essentielle
En re´sume´, on a maintenant toutes les structures et informations qu’on
pourrait souhaiter mais elles sont disperse´es entre les diffe´rents objets ChtrN /a
Z,
Chtr,p≤ pN /a
Z et Chtr,p≤ pN
′
/aZ :
Sur ChtrN /a
Z, on a une action de l’alge`bre de Hecke HrN mais la cohomologie
est de dimension infinie et les ensembles de points fixes sont infinis.
L’ouvert Chtr,p≤ pN /a
Z est de type fini et on y a une formule de comptage
des points fixes qui s’exprime en termes automorphes mais on a perdu l’action des
correspondances de Hecke.
Enfin, sur Chtr,p≤ pN
′
/aZ et sa cohomologie il y a a` nouveau une action de
chaque h ∈ HrN mais on ne donne pas de comptage des points fixes et surtout il n’y
a pas d’action de l’alge`bre HrN car la normalisation des correspondances de Hecke
ne commute pas avec la multiplication.
L’ide´e est de de´finir dans toute repre´sentation ℓ-adique de GF 2 (apre`s semi-
simplification) une partie “ne´gligeable” et une partie “essentielle”, de fac¸on que
les ChtrN /a
Z, Chtr,p≤ pN /a
Z et Chtr,p≤ pN
′
/aZ aient meˆme cohomologie essentielle (ce
qui permettra de rassembler sur celle-ci les informations disperse´es dont on dispose)
et que les traces des actions sur la cohomologie essentielle soient donne´es par les
termes principaux dans la formule de comptage des points fixes, ceux associe´s aux
repre´sentations automorphes cuspidales π ∈ {π}r de GLr.
Or on s’attend a` ce que les π ∈ {π}r correspondent a` des repre´sentations ℓ-
adiques de GF irre´ductibles de dimension r. Quant aux termes comple´mentaires
dans la formule de comptage, ils sont associe´s aux repre´sentations automorphes
cuspidales en rangs < r lesquelles correspondent, d’apre`s l’hypothe`se de re´currence,
aux repre´sentations ℓ-adiques de GF irre´ductibles de dimension < r. Cela dicte la
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de´finition suivante (ou` q′, q′′ : GF 2 ⇉ GF sont les deux homomorphismes induits
par X ×X ⇉ X) :
De´finition. – Une repre´sentation ℓ-adique irre´ductible de GF 2 est dite “r-
ne´gligeable” si elle est facteur direct d’une repre´sentation de la forme
q′
∗
σ′ ⊗ q′′
∗
σ′′
avec σ′, σ′′ deux repre´sentations de GF irre´ductibles de rangs < r.
Elle est dite “essentielle” sinon.
3.3. Se´paration et identification de la cohomologie essentielle
Dans un premier temps, on oublie comple`tement les correspondances de Hecke
et on ne conside`re que l’action de GF 2 sur les diffe´rents espaces de cohomologie ℓ-
adique a` supports compacts. On montre :
Proposition. – Pour tout niveau N →֒ X, la cohomologie de ChtrN /a
Z et des
Chtr,p≤ pN /a
Z et Chtr,p≤ pN
′
/aZ (et la cohomologie d’intersection des Chtr,p≤ pN /a
Z si
N 6= ∅) ont la meˆme partie essentielle HessN . Elle est concentre´e en degre´ me´dian
ν = 2r− 2 et pure de poids 2r − 2. Si x est un point ferme´ de (X −N)× (X −N)
dont les deux projections ∞, 0 ∈ |X | sont distinctes et s = deg(∞) s′ = deg(0)u′
est un multiple de deg(x), on a
TrHess
N
(Frob−s/ deg(x)x ) = q
(r−1)s
∑
pi∈ {pi}r
χpi(a) = 1
dim(π · 1IN )(z1(π∞)
−s′ + · · ·+ zr(π∞)
−s′)
(z1(π0)
u′ + · · ·+ zr(π0)
u′) .
Quand N = ∅, la cohomologie du bord Chtr,p≤ p/aZ − Chtr,p≤ p /aZ est r-
ne´gligeable car il est re´union de strates Chtr,p≤ pr /a
Z indexe´es par les partitions
r = (r = r1+ · · ·+ rk), k ≥ 2, qui se de´vissent en termes de Cht
r1 , . . . ,Chtrk . Pour
N 6= ∅, un argument plus sophistique´ utilisant ce de´vissage montre aussi que les
diffe´rences entre Chtr,p≤ pN /a
Z, Chtr,p≤ pN
′
/aZ et Chtr,p≤ pN /a
Z sont r-ne´gligeables.
La formule de comptage des points fixes du paragraphe 2.4 (avec h = 1IN )
et le the´ore`me des points fixes de Grothendieck-Lefschetz donnent les traces des
e´le´ments Frob−s/ deg(x)x agissant sur la cohomologie des Cht
r,p≤ p
N /a
Z. La se´paration
de la partie essentielle se fait en “testant” ces espaces de cohomologie contre des
repre´sentations irre´ductibles r-ne´gligeables arbitraires et en regardant les poˆles
des fonctions L de paires obtenues. Cela utilise la correspondance de Langlands
de´ja` connue en rangs < r par hypothe`se de re´currence et les proprie´te´s clas-
siques des fonctions L de paires tant du coˆte´ automorphe que galoisien (en par-
ticulier l’interpre´tation cohomologique de Grothendieck et le the´ore`me de purete´ de
Deligne).
Enfin, ChtrN /a
Z et les Chtr,p≤ pN /a
Z ont la meˆme cohomologie essentielle car
la formule obtenue pour les traces des Frob−s/ deg(x)x ne de´pend pas de p.
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3.4. Action et traces des correspondances de Hecke
Dans un second temps, on revient aux correspondances de Hecke h ∈ HrN .
On met d’abord une action naturelle de l’alge`bre HrN sur la cohomologie es-
sentielle HessN en prouvant que H = H
2r−2
c (Cht
r
N /a
Z) = lim
−→
p
H2r−2c (Cht
r,p≤ p
N /a
Z)
admet une filtration finie 0 = H0  . . .  Hi  . . .  Hk = H respecte´e par la dou-
ble action de GF 2 et de H
r
N dont les gradue´s impairs H2i+1/H2i sont entie`rement
r-ne´gligeables et les gradue´s pairs H2i+2/H2i+1 sont entie`rement essentiels.
Pour terminer, il reste a` montrer que pour h ∈ HrN , x et s = deg(∞) s
′ =
deg(0)u′ comme dans l’e´nonce´ de la formule de comptage, on a
TrHess
N
(h× Frob−s/ deg(x)x ) = q
(r−1)s
∑
pi∈{pi}r
χpi(a) = 1
Trπ(h)(z1(π∞)
−s′ + · · ·+ zr(π∞)
−s′)
(z1(π0)
u′ + · · ·+ zr(π0)
u′ ) .
Pour cela, on a besoin d’une formule de Grothendieck-Lefschetz qui relie les nombres
de points fixes Lefx(h × Frob
s,Chtr,p≤ pN /a
Z) a` l’action de h × Frobs sur la coho-
mologie de Chtr,p≤ pN
′
/aZ (et ce sera suffisant car on n’a plus alors qu’a` combiner
une telle formule avec la formule de comptage et a` identifier ce qui est “essentiel”
des deux coˆte´s par les arguments de fonctions L de paires).
On prouve en fait que pour toute h ∈ HrN fixe´e, il existe des correspondances
cohomologiques cl(h)r agissant sur la cohomologie des strates Cht
r,p≤ p
N,r
′
/aZ du bord
Chtr,p≤ pN
′
/aZ − Chtr,p≤ pN /a
Z telles que pour tout x et tout s comme plus haut on
ait (en notant H∗c (·) =
∑
ν
(−1)ν Hνc (·)
ss) :
Lefx(h× Frobs,Cht
r,p≤ p
N /a
Z) = Tr
H∗c (Cht
r,p≤ p
N
′
/aZ)
(h× Frob−s/ deg(x)x )
+
∑
r= (r=r1+···+rk)
k≥ 2
(−1)k−1Tr
H∗c (Cht
r,p≤ p
N,r
′
/aZ)
(cl(h)r × Frob
−s/ deg(x)
x ) .
La preuve de cette formule (qui justifie a posteriori le fait e´trange qu’il y ait une
formule de comptage des points fixes dans l’ouvert non stable Chtr,p≤ pN /a
Z) repose
sur la proprie´te´ ge´ome´trique suivante des correspondances de Hecke (qui paraˆıt donc
lie´e a` l’existence meˆme de la formule des traces d’Arthur-Selberg) :
The´ore`me de “stabilite´ locale”. – Dans X = Chtr,p≤ pN
′
/aZ, les correspon-
dances de Hecke h stabilisent l’ouvert X∅ = Cht
r,p≤ p
N /a
Z “localement au voisinage
de leurs points fixes”.
Cela signifie que si Γ
(p′Γ,p
′′
Γ)
−֒−−→ X × X est le cycle qui supporte h, il existe un
ouvert U ⊂ X×X contenant les points fixes de toutes les correspondances Γ×Frobn,
n ∈ N, tel que
p′
−1
Γ (X∅) ∩ U ⊆ p
′′−1
Γ (X∅) ∩ U .
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4. Applications du the´ore`me
La correspondance de Langlands entre repre´sentations ℓ-adiques irre´ductibles
du groupe de GaloisGF de F et repre´sentations automorphes cuspidales des groupes
GLr sur F a des conse´quences imme´diates et importantes dans les deux sens. Voici
les principales :
4.1. Conse´quences sur les faisceaux ℓ-adiques
On a d’abord des conse´quences tre`s fortes dans le cas des courbes :
The´ore`me. – Soient X ′ un ouvert de la courbe X et σ un faisceau ℓ-adique
lisse sur X ′, qui est irre´ductible de rang r et dont le de´terminant est un caracte`re
d’ordre fini. Alors :
(i) Il existe un corps de nombres E ⊂ Q tel qu’en tout point ferme´ x ∈ |X ′|, le
polynoˆme Lx(σ, T )
−1 = detσ(1− T · Frob
−1
x ) soit a` coefficients dans E.
(ii) En tout x ∈ |X ′|, les racines du polynoˆme detσ(1−T ·Frob
−1
x ) sont des nombres
alge´briques dont toutes les images complexes sont de module 1. Ce sont des unite´s
λ-adiques en toutes les places λ non archime´diennes et premie`res a` q de E.
(iii) Pour toute place λ de E au-dessus d’un nombre premier ℓ′ ne divisant pas q,
il existe sur X ′ un faisceau ℓ′-adique σλ lisse et irre´ductible de rang r tel que
detσ(1 − T · Frob
−1
x ) = detσλ(1− T · Frob
−1
x ) , ∀x ∈ |X
′| .
On voit qu’en dimension 1 sur Fq, un faisceau ℓ-adique irre´ductible dont le
de´terminant est d’ordre fini est “pur de poids 0” et “il ne de´pend pas du choix
de ℓ”. La premie`re de ces deux proprie´te´s s’e´tend automatiquement en dimension
arbitraire :
Corollaire. – Soient X une varie´te´ normale de type fini sur Fq et σ un faisceau
ℓ-adique lisse sur X qui est irre´ductible et dont le de´terminant est d’ordre fini.
Alors en tout point ferme´ x de X, les valeurs propres de Frobenius de σ sont
des nombres alge´briques dont toutes les images complexes sont de modules 1.
Et ce sont des unite´s λ-adiques pour toute place λ premie`re a` q.
4.2. Conse´quences sur les repre´sentations automorphes
Pour les repre´sentations automorphes cuspidales des groupes line´aires sur F =
F (X), on a d’abord des conse´quences sur les valeurs propres de Hecke et les fonctions
L de paires :
The´ore`me. – (i) (Conjecture de Ramanujan-Petersson) Pour toute π ∈ {π}r,
les facteurs locaux πx de π en les x ∈ |X | sont tempe´re´s.
En particulier, en les x ou` πx est non ramifie´, ses valeurs propres de Hecke
ve´rifient
|zi(πx)| = 1 , 1 ≤ i ≤ r .
Chtoucas de Drinfeld, Formule des Traces d’Arthur-Selberg · · · 399
(ii) (Hypothe`se de Riemann ge´ne´ralise´e) Pour toute paire π ∈ {π}r, π′ ∈ {π}r′,
tous les ze´ros de la fonction L globale
L(π × π′, T )
sont sur le cercle
|T | = q−1/2 .
La partie (ii) du the´ore`me est la traduction en termes automorphes du the´ore`me
de purete´ de Deligne.
D’autre part, on a les cas particuliers suivants de la fonctorialite´ de Langlands
(ou`, pour toute extension finie F ′ de F , AF ′ de´signe son anneau des ade`les et XF ′
la courbe projective lisse associe´e qui est un reveˆtement fini de X = XF ) :
The´ore`me. – (i) (Existence du produit tensoriel automorphe) Soient π et
π′ deux repre´sentations automorphes cuspidales de GLr(AF ) et GLr′(AF ). Alors il
existe une partition rr′ = r1+· · ·+rk et des repre´sentations automorphes cuspidales
π1, . . . , πk de GLr1(AF ), . . . ,GLrk(AF ) qui, en tout x ∈ |XF | ou` π et π
′ sont non
ramifie´es, sont elles-meˆmes non ramifie´es et ve´rifient
{zj(πx) zj′(π
′
x) | 1 ≤ j ≤ r , 1 ≤ j
′ ≤ r′} =
∐
1≤ i≤ k
{z1(π
i
x), . . . , zri(π
i
x)}
(ii) (Changement de base) Soient F ′ une extension finie de F et π une repre´sentation
automorphe cuspidale de GLr(AF ). Alors il existe une partition r = r1 + · · · + rk
et des repre´sentations automorphes cuspidales π′
1
, . . . , π′
k
de GLr1(AF ′), . . . ,GLrk
(AF ′), non ramifie´es en tout point x
′ ∈ |XF ′ | de degre´
deg(x′)
deg(x) au-dessus d’un point
x ∈ |XF | ou` π est non ramifie´e et qui ve´rifient
{
z1(πx)
deg(x′)
deg(x) , . . . , zr(πx)
deg(x′)
deg(x)
}
=
∐
1≤ i≤ k
{z1(π
′i
x), . . . , zri(π
′i
x)} .
(iii) (Induction automorphe) Soient F ′ une extension de F de degre´ d et π′ une
repre´sentation automorphe cuspidale de GLr(AF ′). Alors il existe une partition
rd = r1 + · · · + rk et des repre´sentations automorphes cuspidales π1, . . . , πk de
GLr1(AF ), . . . ,GLrk(AF ), non ramifie´es en tout point x ∈ |XF | au-dessus duquel
les points x′ ∈ |XF ′ | sont non ramifie´es sur x et pour π′ et qui ve´rifient∏
1≤ i≤ k
Lx(π
i, T ) =
∏
x′|x
Lx′(π
′, T ) .
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